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PRIMERA PARTE: CUESTIONES

1.- Distribucion de la diferencia de medias muestrales de poblaciones normales cuando se
conocen las varianzas poblacionales.

Respuesta.-
Sean X e Y variables aleatorias normales e independientes N(ux, ox) y N(uy, Oy)

respectivamente, con Gx y Gy conocidas y tomemos muestras de tamafio n para la variable X y
de tamafio m para la variable Y. Entonces, para las medias muestrales se cumple que:

E(X-Y)=E(X)-E(Y)=ny -1,

Var(i - ?) = Var(i)+ Var(?) = i + i de donde DT(X - ?) — i 4+ Ov
n m n m

2 2

Luego la variable X — Y se distribuye normal N[Mx — Uy, GTX + %J

2.- Se sabe que si se verifican las condiciones de regularidad de Wolfowitz, la varianza del
estimador esta acotada inferiormente. Con esta informacion, comente si dada la poblacion
definida por la funcion de densidad f(x;0) = 2(8 —x) 6 en el intervalo 0 < x <0 ¢ igual a cero
en ¢l resto de la recta real, se puede asegurar que la varianza del estimador obtenido por el
metodo de los momentos se puede acotar inferiormente. Razone la respuesta.

Respuesta.-

Una de las condiciones de regularidad de Wolfowitz es que el campo de variacion de la
variable aleatoria no dependa del parametro 6. La variable aleatoria propuesta no cumple las
condiciones de regularidad de Wolfowitz pues su campo de variacion es 0 < x < 0. Luego no
podemos asegurar que la varianza del estimador se pueda acotar inferiormente.

3.- Estimacion del tamaino muestral para estimar la media p de una poblacion normal con
desviacion tipica desconocida.

Respuesta.-

Se desea construir un intervalo del 100(1-a)% de confianza para la media p, usando

como estimador la media muestral X, de forma que el error de estimacion ‘X - u‘ no supere

cierto valor € > 0.

Si S es la desviacion tipica muestral, sabemos que

H Jn se distribuye como una

t-Student con n—1 grados de libertad. Sea t_, tal que l—oc:P[—ta SXS_H\/HS‘[&]Z
2 2

2 2

— St St
=P M\/ﬁsqx =P ‘X—M‘S—E . Para que ‘i—u‘ < g, bastard tomar
S 2 Jn

n T

St, S*t2
donde v/n>—2 o bien n> 2. Si hacemos 2¢ = L (longitud del intervalo), queda
€ €
SZ.t2
n>4 LZE
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4.- Regla de decision y region critica para el contraste ¥~ de bondad de ajuste cuando los

parametros de la poblacidén son conocidos.

Respuesta.-
Supongamos una variable aleatoria X con funcion de distribucion Fy(x). Sea Sy, S,, ...,

Sy una particion del campo de variacion de X. tal que p; = P[X € Sj].
Supongamos ahora una muestra aleatoria de tamafio n tal que n; observaciones

k
pertenezcana S;,i=1,2..,k; Y n, =n.

n=l

Planteamos el contraste:
Hy: la muestra pertenece a la poblacion con funcion de distribucion Fy(x)

H;: la muestra no pertenece a la poblacion con funcidn de distribucion Fy(x).
Supuesta H, el valor esperado de observaciones en la clase S; serd n-p;. Se sabe que el

k —np. )
estadistico Zm se distribuye como una % con k—1 grados de libertad. Entonces, para

1=l np;
un nivel de significacion a, la region de rechazo vendra determinada por el valor y; , tal que

np; )2

k
. . n. —
P(xﬁfl >l ), es decir, rechazaremos Hy si Z(‘—
=1 np;

2
> XI—OL

PROBLEMAS

1.- Dada la poblacion definida por la funcion de densidad
f(x;0)= %B“ x'e? siendox>0:0>0

Para muestras de tamaiio n, determine el estimador de 6 por el método de maxima
verosimilitud. Compruebe si es insesgado, consistente y suficiente.

T ax 1)t
Nota: I xXP e P dx = F{f}: (P P”
0 Y q

Solucion.-

1
. o " - G2 .
La funcidén de verosimilitud: L = (%j 9‘““ I xf’}e %3 . Tomando logaritmos:

i=1

InL = ln(%j —4nln6+ ln(H xf}—éixi . Derivando respecto de 0 e igualando a cero:

i1 =
_ ixi . ixi
OlnL _ 4n+i:12 =0, de donde 6="—=
00 0 0 4n

NN
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Veamos si 6 es insesgado. Se tiene que E(é):E[§J :%X):y. Por otra parte,

+00

69 “x 6dx— 6 J. x‘e edx— 6‘4 F(SZ =40, luego E(A):%eze.Es decir, 6
1

0

E(X) = J'

0

es insesgado.

© es consistente porque los estimadores obtenidos por el método de la maxima
verosimilitud lo son.

Para ver si 6 es suficiente, aplicaremos el teorema de factorizacion de Fisher-Neyman.

n

3

i=1

Para ello, llamemos t = T(xy, X2, ..., X,) = . Se tiene entonces que:

n n IS n 4t n
. — l —4n 3 ngi — l —4n_" g 3
f(X1, X5 oer Xp; 0) [6j 0 [HxiJe (J e o T Tx |

i=1 i=1

4t n

Llamando g(T(x;, X3, ..., Xy), 0) = (éj 6¢ ® y h(xX|, X2 ..., Xp) = fo, tenemos la

i=1

factorizacion f(xy, Xa, ..., Xn; 0) = g(T(xy, Xz, ..., X4), 0) h(xy, X3, ..., X,), luego 0 es suficiente.

2.- Después de un amplio debate interno la agrupacion local del partido X de la ciudad
Bellavista ha decidido celebrar primarias para la eleccion de su candidato a alcalde. Los
dos aspirantes aseguran contar con el apoyo de los ciudadanos. Concretamente el primero
de ellos, el Sr. P. dice que obtendria al menos el 70% de los votos. El segundo candidato,
Sr. Q, afirma en privado que si esos datos son fiables estaria dispuesto a abandonar, para
evitar el desgaste politico que le supondria la derrota. La secretaria de la agrupacion
decide contrastar esta afirmacion, realizando una encuesta a 800 personas empadronadas
y mayores de 18 aiios, de la que obtiene que 496 votaran al Sr. P. Con esta informacion, y
con un nivel de significacion del 10%, ;se retirard de las primarias el candidato Sr. Q7

Solucion.-
Sea p la proporcion de votos favorables al sr. P. Consideramos las hipotesis:
H()Z P 2> 0,7
H:p<0,7
Supuesta p = 0,7, la proporcion muestral p se distribuye aproximadamente normal

i

=N (0,7; 0,0162) 0, equivalentemente,

se distribuird aproximadamente normal N(0,1).

=lke]l
S| |

En las tablas de la normal N(0,1) encontramos que 0,1 = P(Z < —1,28),. Por otra parte, la

proporcion muestral obtenida p= 496 =0,62 de donde 062-0.7 =-494, luego
800 0,0162

rechazaremos Hj y, consecuentemente, el sr. Q no se retirard de las primarias
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